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AVVISO IMPORTANTE
Calendario lezioni prof. Ritelli da oggi alla pausa
• luned`ı 14 ottobre 14-16
• gioved`ı 17 ottobre 9-11
• venerd`ı 18 ottobre 13-15 in forse
• luned`ı 21 ottobre 14-16
• gioved`ı 24 ottobre 9-11
• gioved`ı 24 ottobre 14-16
• luned`ı 28 ottobre 14-16
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AVVISO IMPORTANTE
ATTENZIONE
• domani 15 ottobre nessuna attivita`
• marted`ı 22 ottobre esercitazione
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Teorema di Cesa`ro – Stolz
Date due successioni an e bn se la seconda e` divergente, positivamente
o negativamente, per n→∞, se si suppone inoltre che bn sia crescente
oppure decrescente e che esista, finito o infinito:
` = lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1
si ha allora che esiste anche il limite del quoziente anbn e vale:
lim
n→∞
an
bn
= `.
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Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
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secondo teorema di Cesa`ro:
5/13 Pi?
22333ML232
Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
lim
n→∞
an
bn
= lim
n→∞
n∑
k=1
1
k
ln (1 + n)
secondo teorema di Cesa`ro:
an − an−1 =
(
1 + · · ·+ 1
n
)
−
(
1 + · · ·+ 1
n− 1
)
=
1
n
5/13 Pi?
22333ML232
Applicazione
an =
n∑
k=1
1
k
= 1 +
1
2
+ · · ·+ 1
n
, bn = ln (1 + n)
lim
n→∞
an
bn
= lim
n→∞
n∑
k=1
1
k
ln (1 + n)
secondo teorema di Cesa`ro:
an − an−1 =
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n
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bn − bn−1 = ln (1 + n)− lnn = ln
1 + n
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= ln
(
1 +
1
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an − an−1
bn − bn−1
=
1
n ln
(
1 +
1
n
) = 1
ln
(
1 +
1
n
)n
6/13 Pi?
22333ML232
an − an−1
bn − bn−1
=
1
n ln
(
1 +
1
n
) = 1
ln
(
1 +
1
n
)n
lim
n→∞
an − an−1
bn − bn−1
= lim
n→∞
1
ln
(
1 +
1
n
)n = 1
ln e
= 1
6/13 Pi?
22333ML232
an − an−1
bn − bn−1
=
1
n ln
(
1 +
1
n
) = 1
ln
(
1 +
1
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lim
n→∞
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= lim
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1
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constatato che la funzione logaritmo naturale e` crescente, per il se-
condo teorema di Stolz Cesa`ro:
lim
n→∞
n∑
k=1
1
k
ln (1 + n)
= 1
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Esempio
Calcoliamo, essendo a > 0
lim
n→+∞
loga n
n
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Esempio
Calcoliamo, essendo a > 0
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n
E` una forma indeterminata ∞/∞ con an = loga n, bn = n.
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quindi an− an−1 → 0 per n→ +∞ poi, evidentemente, bn− bn−1 = 1
pertanto:
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Esempio
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Teorema Se una successione di numeri reali converge a un numero,
allora la successione delle sue medie aritmetiche converge allo stesso
numero, cioe`, se an → ` allora
lim
n→∞
a1 + a2 + · · ·+ an
n
= `
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Teorema Se una successione di numeri reali converge a un numero,
allora la successione delle sue medie aritmetiche converge allo stesso
numero, cioe`, se an → ` allora
lim
n→∞
a1 + a2 + · · ·+ an
n
= `
La tesi del teorema non si puo` invertire. Infatti la successione an =
(−1)n oscilla e non converge. Ma la successone delle sue medie, bn =
1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)n
n
→ 0 per n→∞ in quanto il numeratore
fa 0 oppure −1.
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Teorema Se una successione di numeri reali positivi converge a un
numero, allora la successione delle sue medie geometriche converge
allo stesso numero, cioe`, se per ogni n ∈ N, an ≥ 0 e an → `, allora:
lim
n→∞
n
√
a1a2 · · · an = `
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e infine:
n
√
e1e2 · · · en =
n+ 1
n
√
n!
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dunque fino ad ora abbiamo provato che
lim
n→∞
n + 1
n
√
n!
= e
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la strada per arrivare a concludere e`, a questo punto, breve, osservato
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dunque fino ad ora abbiamo provato che
lim
n→∞
n + 1
n
√
n!
= e
la strada per arrivare a concludere e`, a questo punto, breve, osservato
che
n
n
√
n!
=
n
n + 1
n + 1
n
√
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si deduce che
lim
n→∞
n
n
√
n!
= lim
n→∞
n
n+ 1
n+ 1
n
√
n!
= 1× e
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Teorema Se (an) e` una successione di numeri reali strettamente
positivi e tali che
lim
n→∞
an
an−1
= ` > 0,
allora
lim
n→∞
an
an−1
= lim
n→∞
n
√
an
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Esercizio
lim
n→∞
n
√(
3n
n
)
=
27
4
